統計力学(II)(講義ノート) by 橋爪, 夏樹
Title統計力学(II)(講義ノート)
Author(s)橋爪, 夏樹




Type Departmental Bulletin Paper
Textversionpublisher
Kyoto University
講 義 ノ ー ト
統 計 力 学 (二江)
橋 爪 夏 樹 (お茶の水女子大理)
Ⅱ K土neticApproach






的な場合に個 々に吟味 しなければならないo Lか しもうー 歩下って考えてみる
と､本当は- ミル ト-アンの鋳造によって運動が定まるのであるか ら､ SユoⅦユy
varyingpartを拾い出す射影演算子もそれに応 じて自動的に定まるべきで
あ9､また 菖2に述べたBogoliubovの idea が適用されるとすれば､適当
な初期状馨の塾も- い レト-アンの構造に応 じて定まって (るべきであるO理
論をこの方向に進めようとすると､l射影演算子の形･が分からないのであるか ら
融葦で展開した方法は使えず､別の技巧を必要とする. この葦で述べる技巧は
Prigogine学派によるdiagramの方法である. Diagram を画 くためには
問題を多少具体的にしなければならないか ら､ 一般論よか見通 しが悪 (なる｡
§7 Diagra皿Techniqlue- 粒子相関の力学





































数 も 車>…巨 ･nk- > として密度行列 p用 の行列要素











n2'rl･rD…Tr鋸 格 1)i串 云〕




は Tl-r2 のみの関数とな れ .動径分布関数と結びつけられる量である..^a;,
ノヽ
akが 生成 哨 戒 演算子 で あ る こ と を想起すると､行 列 要素三 甲-yn 魔 笛 ,/＼ak′押+yjC> は状態 IN+ujQ> 陀比べ状態 tN一班 > が､近,9-staもeB
で粒子数を一つ増 し‥k′,e′-statesで一つ成っているときにのみ零でない.
従って (7･6)の和にき(pup ,ち)紘 LK-yl--1, yk.-yl,主+1,y3-0
(jキ k,9,k′,C') なる要素のみである｡ このような要素が零な らば n2は消
える｡ 連吟p-キ0なるpy(N,七)が零でなければ一般にSPaOiaユcorrela一
七ionが存在 し得る｡ 詳 し(みると､近-C',p-k` となる特別の項では y-0





竃 二環 e-iek, a^k-elekv'% ･ (7･7)
I5Z!
従うて摂動展開で 刷 の運動を追うて行 くとき､-(7_3)の摂動項が繰返 し掛か
/＼
?て(るが,位相因子或は符号因子 Ielekが密度行列の位相を変えて行 (.･こ
の位相変動が表示 (7_14)では yを変えて行 くことに当るから､初期位相の記像




れるであろう〇 二体相関には零でない ykが 4個ある成分が関係 したが､三体
相関では 6個の零でない ykをもつ成分が関係 して くることは明らかである｡
従って零でない ykの個数を多 (もつ行列要素 py(N,忠) はそれだけ複雑な
spacial coI豆elationに関係 していることが分る｡さらに (7.6)でTl一依
存性は p.･･yk･-一P ,ち) のk-依存性によって定まるolすなわちkと僅か異
なるk′に対 して yk′キ 0となる要素 p･･･yk.- (N･も)の値と比べてみること
によって決められる｡ Short-rangeの SPaCialcorrelationのみをもつ
多体系の状態は､ 近-依存性の十分滑 ら.かな要素 pリP ,ち)のみをもつ密鹿行
/＼
列 p用 で表わされる｡ か (して リによって相関の複雑さと空間的広がbとを区






Liouville演算子C2fo が 再こついて対角化されやことが必要である｡ これを
<
みるために､任意の演算子 Aの行列要素に対 しても (7･4)と同様な記号を導入
する :
A洞 … <N+号1^AtNl > I2
すると-2Eに対応するtetradic6_5)は次の形に書ける :
･Ⅳ+‡ ,N-‡ 卵 '･il,N'l'--く咽 N)巨′> SN,N,,2
yJ∂ ナ′ (,I,I y ∂ y' ∂










動量 pの行列要素をくqi^piq'>y ifTぅす 8(q-q')の形に普 くのIt同じ流儀
である. q ⊥表示で 令一一i缶aAqと置き換えるように､C27-<貢ぎ甲‖U,>
EZ!
と置 き換えることができるO (7･2)のiJUoに対 して接､ウニ
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･d?,潤 -Sy,o君鞄 Nk,∴ -車 o鞘 ylX Sy,y･要一警 -, (7･10,
すなわち-2foは yについて対角化されるOついでに く(7.3)の摂動項に対応する
演算子 IE2flを求めると次の形把なる :
叫 Zl鞘 U,-I-忘君亨5,号u(k,2,汰.,CI" 叫 kr.i,aLkyk+1
Syl,yl,+lSyk.,〟左′-1Syl,,yl,-1
･ ∬ ∂ ∂
jキ(ql卯 ,)Syjサ (anoperatorincluding頂 を !頂首･
∂
1 訂 ㌻ )･







を1だけ増 し､yk,弓′を 1だけ滅 らす項のみが残る.摂動 C7･11)ではquasi-
particleの総数お よびwaveveCもoT の総和は保存されるが､これ らの保
存則は L}のみで書ける .'




F(A,P;i)-fdpeip和 音<p･+号榊 iP一号 ユ (7Il軍
についての議論が出発点であった｡ これか ら二体分布を作ってみると､座標 罰
について積･分される部分につhては p- 0となIb､pキ 0となる自由度が相関
に関係することになる｡ 古典的には 乱/守 .が分布関数のフ- リエ成分の波数に
なる｡
･Note Diagram もe quniqueは,工.Prigogine-R.Balescu:Physica
呈旦(1959)281, 3 02 に よb古典論で導入され､Prigogine∴S.ono:も
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べた initiaユ皿ixingと kirletic-stage との区別をつけることにあるO
さて牢番に述べたように､C2f-><再押目yJ>なる東応がつ くか ら､Landau-
V?nNeumann方程式 ∂苛もレ∂七ニ ー ig B(ち)は次の形に書ける :
∂py鈍 も)






音E･ypu(N,tj=~iヲ′<車 1抑 y'> βy'(",ち), (8･2)
ただ し､E'y…吾Ekyk･ 積分方程式の形になおせば､
七 I




p潤t,-e-it琵･畑 pyp,tj･nE書 ,nidtもm/din-i･･jdも1∑･･0 0 ib-1
∑芝≦∑ e-i臣 も)E･〆缶
LJ2LJIL}1
･<日量抑 也_1>e-i(も~in-1)E.也-1菰 <ih_1区 鞘 也_2>
･･･e-i(t2-tl)E.yl番 <yll董矧 〆>e-itIE.yt畑 py,(N,o) (8.i)
展開の各項は､ 初期状態 J'をも-0に出発 し､時刻 も1に遷移 y'- yl,時刻
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も2に遷移 y1-V2,･･･,時刻 tnに遷移 yn_ll-V をな し ､ その中間および一
tn,七間は fTee皿0tionをしていることを表わ している. そこで次の ように
diagramを画 ( O 零でない yk のみが崩壊する相関を表わ していたか ら､
ffeem0tionの状態を表わせのに-Femi 統計の場合は㌔ 甑 -±1 に対
う 孝
する1王nesのみを弓冊 ば よho y- 0はvacuum と見､ yk-±1を excita一




項が (7･11)で表わさ祭る場合には､ <vti2el即 y'>の y･〆'の値に応 じて12
▼ + → ●
億の形があるが､次の4種に分類できる :
寸 jr
相関のdesもru〇七ion : - -∈ --蛋 :






つなければな らない｡か (して (8･5)(8.6)を摂動展開 (8.4)の和の各項に対
応 して､右か ら左へ連結 してゆ (ことにより､diagram を求めることができ
る｡ Lines の上下の並べ方は任意であるが､摂動項に対応する演算チ＼
く yti2fl鞘巨′>は aANを含むから､verもicesの左右の贋序は変えられない






Lines の本数が相関の複雑さに対応 してhるこ とを想起すれば､ 次のように*
して initia1-nixingに対応するdiagfamの部分を分離できる. Diagram
を時間軸の方向､すなわち右か ら左-見て行 くとき､各 iniもial lines或は
それとつながるユjneが他の initiallinesと始めて相互作用をするveT-
tex がい (つかあるo それ らの うちで時間的に最後に起るvertexをDとす
る｡D点の直後の 1ine8-を見て､この 1ines 同志でまた始めて相互作用を
するvertibesの うち最後のものをL)'とするo D′を含め､D′よ9着にある
diagra皿の部分をdestTuCtionregionと呼ぶ.D′の直後の状態に対応す
る Vを y"とすると､ y"を表わす IirleS の うち初期状態とつながるものの本
数は初期状態 y'の Iinesの本数よb少h筈であるOこれは初期相関の記藤か




















横分路 Fは複素 Z;-平面で実軸の上側 を実軸に平行に+-から--に向 う直線
である｡Destructionregionの最 も簡単な例は (8･6)の一番始めにあげ
たverもexに対応する一次のdiagra皿であ り､ y'は4本のiinesで y､"-0
である :
pf(N･t,-一志 /;a,e-kも 1 i二㌻扉kE苧′kE,予宰k諸藩',C'jSkLl,a,･I,
∂
･(em野 地町 i地 主喝蘭 〕(Ekl+鞄.一軍k一箪)/育-a p...._1..._1...i...i...0(N,o)･
(i-)fL)(li巧(J′)
(8･打)















rangespacialcorrelationをもてば､u及び pL,, は十分滑 らかで'､
cauchy積分は春在 し､病的な特異点は現れないであろう. (8.8)の Z;-積分
は､ も>0では横分路 Tを下半平面にずらしてト無限逮- もって行 (と､丁 半
平面中の特異点のま･わ わの積分に帰着される｡匝uchy検分が 等軍～-tc-1な
る極をい くつかもつと､ (8.8)への寄与は e-i/七C の程度の因子によって､
も≫ tcでは消える｡ Coulorub 力のような長距離力では実軸上に分岐点を生
ずることがあるが､この場合でも高々転勤型の寄与であって､ 七と共に増大す
～
為項を与えなh` o i;--と共に増大する寄与は､ (8.8)の一番左のpr･OPaga一
七orに由来する Z- 0の極か ら来るが､ (8･8)では Cauchy積分が留数になb
それが存在する限b､有限値 しか与えないO このことは､摂動展開の高次の項
まで含む適当な部分毎 をとれば示されるように､七-0の後､有限の時間 しか










xや〆ギー- 左の部分がこれである｡Reducibleregionが状態 y〝 で始まるとし､時刻
七の最終状態 Uが リ〝と…致するdiagramに対 して接､creationfragment
は存在 しない｡Destruc七ionの定義により､ Uは 〆 よb簡単な相関を表わ
す状態ではあb得ないoBe墾cibleTegionか らcreaもion fragmen七をh,:
取去った部分を考えると､状襲 ;〝 が一般に中間に何回か現われる. 相隣る状
態 リ〝ではさまれる部分をdiagonalfragment と呼ぶムーゴのdiagonal
fragmen七 を見ると, 中野状態は y".よb複雑な相関を表わす状態になって












･(en 堺 abr- 五時 意 )(Ek.+鞄,一句)/杏-2･ Ek/ノ好一Z






･(飢 卿 出 血血喝 ⊥盲が p0- 010･･.O(N,o)
(近)
(8.9)
ただL z'-a-Ekjb ｡ Ⅴ-- とすると和はCaucby 積分になるから､先の議～
論 と同様に乞′-0 の極のみが時間と共把増大する寄与をするO今度は二次の
極であるからも桓 例する寄与があるo_.こ甲二次の極は 母 の両端の直
線部??pT｡PagatoT 1/(Ek乃 -a)に由束 した｡ ∈∋ なる部分のみの 寄
与はCauchy債分で,有限時間で切れる. 七に比例する寄与は､この部分を時
間軸方向にず らせ得ることからきているOこれは (8.4yを使つそ議論 してみれ
ば確められる｡











diagorlal fTagmenもが続き､ 左端にcreaもion fragment が来る.どの
部分かを欠 くdiagram もある｡そこで先ず展開の和を､pcreaもionfrag-





現れるものと一対一の対応がう く (同 じものが一つずっある)｡ したがって
p;I(N,t･)の部分和を､共通の Creaもionfragmenもをもつdiagram の部分
和 (これはply〝(N,もうを与える ｡ も.は牙 2図のCJなるveTもex に対応する時
刻)把分け､次に全ての可能な creaもionfragmentの形について加え合せ
最後に許される中間状態 〆′の和と時刻 も′についての積分 (展開 (8･4)のとき)
を行 うことによって求められる､:
.p;(N,i)=f昌七,.云くylC(I-o y"(<_yj 七つiy->p'y-(N,言,)., (9.2)
ただ しy"くyなる言弓号は､ yとy"との関係が前節に述べたdeーS七ructioてユ




く将 帥 ->…-忘 与dze功 <車 (Z冊 -,
■ヽ′
-<t)1_′ヽ′ CX⊃












diagramSの部分和は､.de占truction TegioTi(ただ し左端は veTもexD'
まで)を作るdiagramsの部分和
C<:)
<リ薄くzl一･y,->…∑ト jDnく y日量閏n-1 /詳､.T)I-:I. inlu,>D.fi.
(9.5)
をoy,(封,o)に掛け､ y'で和をとったものにする｡ 同様にdiagonal fTag一






p'誹 t'--去 j,彪e-izt E･y/5-Z〔pL,CN,o)
′ー. Cx〇 ′ー′
+<堰 ,酬 y>./dtleizfu'p;(N,I,)+ ∑ くyi.'A(Z恒 ,>pp,tN,0-)〕,(9･6)o i/(>y)
或は時間 七について微分 して､
∂pyl(N,tj_-1












･噸 七恒 -≡-去 J;dらe-i洗i<yls～(Z)ty,,
1 .･t,‥. ≡)
丁くyi･G～(姉 >… ∑ (-))n+1く堰 鞘てユ-1 量鞘 Iniy>D_F.
(9.8)
は diagonalfragmentで両端をVertexとするものの和であD ､ 前節の議
論でCauchy積分となったものである｡また
･榊 Ly,≡ - i iJ,dze-izもi<岬 紳1-･ (9･91
i=■ち
上に得 られたgeneTaliz･edkine･ticequations(9･D(9･2)(9･7) は､
§4に da皿Ping もbeoTyの一般論か ら導いた (4･3)(4･7)(4.8)に対応する式
である.詳し(調べてみると､ リ- 0すなわち (7･4)から分かるように密度行




















でゐ ものへ凄近す る仕方を調べてお くことは教訓的である｡Ⅹineticstage
(七二かtc)では､damping tJbeoTyの一般論の場合と同様に!(9･7)の右辺
牙二項は､初期分布が Lqhorも-rangespecialcorrelationのみを持ち､
また相互作用か短距離力であれば , 落すことがで き､ (9.7)の右辺矛二項およ
び C9･2)の右辺に現れる時間積分,D上限 もは+甲で近似 してよい . この場合に
は 6.9j(5.iojの場合と同様な変形によって次式を得る :
∂ i ∂
∈首㌃+青 銅 p;(N,i)-lim <ylJg～(i五 一+ie)ty>p細 も),∈→+0
p;,p-,tj-iin ∂
e→ +oy,E<言yi軸 甫 +ie〕桓 β;.("･lu).
(10.1)
(10･2)
これ らがkineticsもageを支配する選 本方程式である｡ (10-･1)は py'PI,ち)
が密度行列の他の成分 ､(異なる Vをもつ p;お よび p;I)とは独立に､-つの
modeとして連動する ことを示す.射影演算子が多数ある場谷の式 (4.ll) の
よ1う､に連立方程式とはなっていない ｡
･先ず平衡分布に対応する密度行列 令e?の溝す性質を調べてお ( ｡ 令eqは勿
論 Landau-VonNeumann方程式 ∂鋤 も- - 主'2f令 式は(8.2)の定常解である:
妄 E･ypyeq(N)--i}ヲ′く棉 N)ly,-pye,q(N)･ (10･劫
< /＼ /＼
この解は普通の境界条件の下では 七〇七年ユ王子amiユtoiユianrLU-Xo+}dlの任意












を指定すれば よい ｡ 上式 を (7｡4)の記法で書 (と次の条件になる :
}limopyeq(N)-pop(N)-ey･oeP'Fo-弼 ･ (10.6)
ただ し かN…∑鞄 iWko P;岬 は上式に見 られるように y- 0のときにのみ値汰
をもつか ら､ (i/巧)E｡シP;珊-0 を (10･3)の右辺に加えて もよい :
く ylcil鞘 巨'ユ
T, E･y/育pueq抑-p錘 -i∑ p誓圃
この形にすると条件 (10_6)は自動的に含まれた形になるが､Iy一･0の極限を
考えるとき全ての計算 を終了してpyeq鞘 が求まってか ら行はねばな らなho
こ,Zj不便を避けるVLは､上式の右辺の分母に徴小な虚数を加えておけば よい :
(iO_7)
∈-+O は全ての計算が終了 してか ら行 う｡ (10_7)は微 分方程式 (10･3)に
対応する散乱理論で良 (頻 られた療分方程式に相当する｡ 分母に-i∈ を入れ
たりは ､ 入射波が p:(N)であるとき､ 七一- で出て (る散乱波が pyeq鞘 となる
ようにすることを意味する. 分母 に+i∈を入れれ'ば も--でpyeq岬 が碍 られ
るであろ う｡ 前者を選ぶことは以下の計算の便宜による. (10･7) を逐次代入
法で解けば- pyeq鞘 に対する摂動展開の式が得 られる :
D〇
py?q(N)-pyOp)+∑(｢げ く項n=1 cfo(N)-i-ecfl押inl｡>po(N)･ (10-8)
この摂動展開の各項に対 し七､ (8･7)の場合と同様にdiagram を画 (ことが
できる. 初期状態は y′-0であるか ら､ destruction region は現われな
レヽ｡
茸づ (10･8)で リ-0と置 (場合を調べるo 最終状態が.y=0 であるか ら
creation fragmentも存在 しない . したがって C10･8)の和に現われる
diagra皿は 0- 0なるdiagonaユfragment を連結 した ものである0 ㊥･鉛











上式で ∈-+0極限は､β㌘q鞘 が e-0で存在すると考えられるから､演算子il:▼コ
,57:(ie)の方に対 して行 うものと見倣 してよh o 次に (10･g)で リキ0の場合を
考えると､ 対応するdiagra皿_には必ず creaもion fragneIlt がついていな
ければならない｡この CTeation fragnentを固定 して､diagr-auilの残b
の部分につL,1ての和を先LjCとろとpoeq岬になることは明 らかであるoCTea-
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れ 年の式 と上に求めた (10110)(10･11)とを比べてみる｡ (10･10)は p.eq鞘 す
なわち平衡密度行列の対角要素が (101)の定常解であることを示すOそ して




って (10.1)0唯-の定常解 (条件 (10･5)の下での)妃なるであろう｡ 単五
i-･0として夢周 を 12までに止める近似では (loll)は Pauli塑め方程式に
なるか ら､ 1を大 きくして行 くとき病的なことが起 らぬとすれば､(lo一l) 紘




次に (10･2)で もニヰ- とすると､右辺の pJyJ(N,I)は上式によって ∂y,opoeq鞘
一■.1′
で置換えてよ高 O これは 七には依存 しないか ら､(10･2)の演算子 C 中の時間
数分を落 してよ(､すると(10･11)が使えて､結局次式を得る :




層 が分かる;tQ P;(N,ち)はいわば減衰振動部 であって､poeq(N)に向って崩壊 して
行 く一｡ -とのnp,eq(叫は(10･10沌 見 られるように､ colli･Bio-Tlintegralの固
有値 Oの固有関数であって､Boltzmann方程式でいえば ユocalequilibTi-
uTrTil分布の役割 (上の話では空間依存性を考えるhydrodynaGlicalstageの















古典論の場合の議論は L PTigogine一札 Bales.cu:Physica呈旦(1959)
281,302;PrigoginerF.hTenin:J.math.Phys･i(1960)349;
賃enin-f(esibois-F.Andrews:I.血ath.Pbys.旦(196ユ)6g参照.
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